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1．はじめに

ベイズ統計学は不確実性を確率によって表現
し，観測したデータに基づいてその確率を更新す
る枠組みである。この更新はベイズの定理によっ
て表現される。少数の原理原則を，幅広い問題に
適用していくベイズ統計学の体系は，長年にわた
り統計学の主流派ではなかったが，一部の熱意あ
る支持を集めてきた。近年，マルコフ連鎖モンテ
カルロ法の発展とそれを実装したソフトウェアの
普及によってベイズ統計学の実用化が進み，心理
学においてもベイズ統計学的な応用研究が隆盛の
一途をたどっている。その一端は，心理学の主要
な論文誌において，ここ 1， 2 年だけでもベイズ
統計学の特集号が相次いでいることにも見られる

（Chow & Hoijtink, 2017；Etz & Vandekerckhove, 
2018；Hoijtink & Chow, 2017；Mulder & Wagenmakers, 
2016；van de Schoot, Schalken, & Olff, 2017）。これ
に対応して，わが国でも近年，心理学や関連分野
への応用を主眼においたベイズ統計学の入門書や

モデリングの書籍が相次いで出版されている
（e.g., 伊庭， 2018；Kruschke, 2014 前田・小杉 （監
訳）， 2017；Lee & Wagenmakers, 2013 井 関 （訳），
2017； 松 浦， 2016； 奥 村・ 牧 山・ 瓜 生， 2018； 
豊田， 2015, 2017）。本特集号においても， 国里 

（2018）， 清水 （2018）， 竹澤 （2018），中村（2018）
は心理学の諸分野におけるベイズ統計モデリング
の有用性を論じており，また竹林（2018）はベイ
ズ統計学に基づく柔軟な臨床試験デザインを紹介
している。

量的な心理学研究は，リサーチ・クエスチョン
に対する暫定的な答えとしての仮説を立て，モデ
ルを構築し，これを得られたデータに基づいて吟
味し検証することの積み重ねである（南風原，
2011）。したがって，データに基づく仮説やモデ
ルの評価は，研究を進める上で不可欠なステップ
となる。ベイズ統計学の立場からこれを行うため
の，基本的であり，長い歴史を持ち，なおかつ近
年の理論と応用両面における発展も著しい方法
に，ベイズファクターを用いた仮説とモデルの評
価がある。このアプローチは，本稿の以下で述べ
るようにベイズ統計学の自然な考え方に基づいて
おり，従来型の仮説検定の欠点のうちいくつかを
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克服し，そして大きな応用可能性を持つ。実際，
Journal of Mathematical Psychology 誌の最近の特集
号（Mulder & Wagenmakers, 2016） は，ベイズ統
計学の中でも，とくにベイズファクターに対象を
絞ったものであった。しかし，こうした近年の研
究の進展を扱った，和文で入手可能なベイズファ
クターに関する総説は筆者の知る限り見当たら 
ない。

そこで本稿では，この基本的で長い歴史を持ち
ながらも，現在新たな注目を集めているベイズ
ファクターについて，心理学研究での応用を念頭
におきながら，入門的なチュートリアルと総説を
提供することを目的とする。

本稿の流れは以下の通りである。第 2 節では，
比率と平均値についての推論問題を例にとり，ベ
イズファクターの定義と考え方について述べる。
第 3 節では，ベイズファクターの特徴について，
従来型の仮説検定法との比較も踏まえつつ述べ
る。第 4 節では，ベイズファクターを実際に計算
するための方法として近年改めて注目されてい
る，ブリッジサンプリングなどの数値的な方法に
ついて述べる。最後に，第 5 節では本論文を総括
し，今後の展望について述べるとともに，実際の
研究でデータからベイズファクターを算出するた
めに利用可能なソフトウェアを紹介する。

2．ベイズファクターの基礎

2.1　比率のベイズ推論
本節では比率についての基本的なベイズ推論を

導入し，次の 2.2 節でこの問題に対応する形でベ
イズファクターの考え方と解釈について述べる。

いま，関心のあるパラメータ （たとえば平均，
分散，比率など） を θ で，データを y で表すこと
にする。本論文では，データとパラメータの一般
表現としては上記を用いるが，具体的問題として
とりあげる比率や平均値の推論では，それぞれ文
脈に合わせてデータとパラメータを表す変数を別
途定義して用いるので注意してほしい。

ベイズ統計学におけるパラメータの推論で目的
とするのは，データを得たもとでのパラメータ θ
の確率分布である事後分布（posterior distribution）
p(θ|y) を，ベイズの定理（Bayes’ theorem） を用い
てデータ y の情報から

p(θ|y) = 
p(y|θ)p(θ)

p(y)
 （1）

と得ることである。ここで p(y|θ) はパラメータ θ
を固定したときのデータ y についての確率分布で
ある尤度 （likelihood），p(θ) はデータ y が得られる
前のパラメータ θ に関する不確実性を表す確率分
布である事前分布 （prior distribution），そして p(y)
は後に述べる周辺尤度（marginal likelihood） であ
る。ここで，ベイズ統計学において完全な意味 
での統計モデルとは， データ y の生成メカニズム
を表現する， （1） 式右辺分子の尤度 p(y|θ) と事前
分布 p(θ) の組を指すことに注意する （e.g., Gelman  
et al., 2014；Little, 20062)）。

比率の推論のための具体的状況として，いま，
問題に対して正答であれば yi =1，誤答であれば
yi =0 という値をとる 2 値変数 yi (i=1, ..., N) がデー
タであるとする。そしてこれは，

yi ~ Bernoulli(θ) （2）

という，正答確率パラメータ θ を持つベルヌーイ
分布から独立に得られた実現値と考えることにす
る。この N 個の観測値の情報をまとめて正答数
k= ∑ N

i=1 yi として表すことにすると，その確率分
布は

k ~ Binomial(N, θ) （3）

という二項分布で表すことができる。今回考えて
いる比率の推論における （1） 式での尤度 p(y|θ)
は，すべてのデータ {yi} (i=1, ..., N) に対する （2）
式，もしくは （3） 式の形で表されることになる。

ベイズ統計学ではパラメータに事前分布 p(θ)
をおく。今回の状況において妥当な設定の1つは，
データの情報を得る前には，正答確率 θ はその台
でどの値も等しくとりうるというものであろう。
すなわち，0 から 1 までの一様分布

θ ~ Uniform(0, 1) （4）

を θ の事前分布に利用するということである。こ
れは，

2) この論文は 2005 年のアメリカ統計学会における会長基
調講演をまとめたものであり，ベイズ統計学と従来型の統
計学の関係について一読の価値がある。
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は正答確率θであった。このパラメータについて，
従来型の方法を用いる場合には，

H0: θ = 0.5, （9）
H1: θ ≠ 0.5 （10）

と，正答確率 θ がチャンスレベル （0.5） であると
いう帰無仮説 H0 と，そうではないという対立仮
説 H1 を設定しての仮説検定がよく行われる。

これと同種の問題に，ベイズ統計学の枠組みで
取り組むことを考えよう。ベイズ統計学ではパラ
メータ θ に事前分布 p(θ) をおくのであった。ここ
でパラメータ θ に関する （9） 式は，

p(θ = 0.5) = 1, p(θ ≠ 0.5) = 0 （11）

という一点分布の確率分布であると解釈できる。
したがって，これを帰無仮説 H0 に対応するモデ
ルにおける事前分布として利用することができ，

（2） 式もしくは （3） 式で表される尤度と合わせ
て，帰無仮説に対応する統計モデルが1つ定まる。
これを M0 と表すことにする。

一方，対立仮説 H1 の （10） 式を満たす θ の確率
分布は，一意には定まらない。そこで具体的な 
事前分布の形を決める必要がある。応用文脈上，
もっとも自然な設定の 1 つは，データを得る前の
θ に対して一様分布をおく （4） 式の設定であろう

（前述の通り （5） 式もまったく同じ分布を表す）。
そこでこれを事前分布とし，（2） 式もしくは （3） 
式で表される尤度を利用することにすると，対立

θ ~ Beta(1, 1) （5）

というベータ分布としても表すことができる。
以上のように尤度と事前分布を与えたことによ

り，ベイズ統計モデルが 1 つ定められた。このモ
デルのもとで，データ {yi} （もしくは，N と k） を
観測してパラメータ θ についての推論を行うと
き，θ の事後分布もまたベータ分布となる （たと
えば Kruschke, 2014 前田・小杉（監訳），2017 を
参照）。具体的には，この事後分布は

θ ~ Beta(k+1, n–k+1) （6）

というベータ分布となる。
より具体的な例で考えるため，得られたデー 

タが

{yi} = {1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1} （7）

であったとする。つまり，N=10 問の問題に対し
て正答が k=9 回，誤答が N–k=1 回であったとい
うことである。このとき，θ の事後分布は （6） 式
より

θ ~ Beta(10, 2) （8）

となる。この事後分布を，事前分布とともに図 1
に示す。

2.2　比率のベイズ的仮説検定
前節で述べた比率の推論において，パラメータ

図 1　比率の推論における事前分布 （点線） と事後分布 （実線）， および Savage-Dickey 法で求められるベイズファク

ター  B10 = 
p(θ=0.5|M1)

p(θ=0.5|y, M1)
 = 9.309
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と表現することもできる。
ここで，分母の p(y|M1) は周辺尤度もしくはエ

ビデンス （evidence） と呼ばれる量である。文脈
によっては，敢えてモデルで条件付ける表記をせ
ずに，（1） 式のように周辺尤度を p(y) と書くこと
も多い。パラメータ空間の全体を Θ で表すとき

p(y|M1) = ∫Θ p(y|θ, M1)p(θ|M1)dθ （15）

が成り立つことから，周辺尤度はこのパラメータ
θ のとりうるすべての値について考慮したとき
の，手元のデータ y に対するモデル M1 の持つ平
均的な予測力を表すと解釈できる。すなわち，周
辺尤度の大きいモデルほど，相対的にデータを説
明する上でふさわしいと解釈できる。もちろん，

（14）， （15） 式は M1 を M0 に置き換えても同様に
成り立つ。そこで，モデル M1 と M0 の 2 つのモデ
ルを比較するにあたり，周辺尤度の比

B10 = 
p(y|M1)
p(y|M0)

 （16）

をとり， これが 1 より大きければ M1 が， また 1 よ
り小さければ M0 が，データ y を説明する上でよ
りふさわしいと支持されたのだと考えることがで
きる。また，その 1 より大きい／小さい程度が，
モデルがデータを説明・予測する上でのふさわし
さの程度であると解釈することができる。このよ
うな解釈ができる （16） 式の B10 が，H. Jeffreys

（1935, 1961）が導入したベイズファクター（Bayes 
factor） である3)。日本語ではベイズ比，ベイズ因
子，ベイズ因数と訳されることもある（南風原，
2014；繁桝，1995）。ベイズファクターは 2 つの
ベイズ統計モデルの周辺尤度の比であり，これを
用いて，モデルがデータをよく説明・予測する度
合いの相対的比較を行うことができる。その値の
具体的な解釈の目安としては，3.2 未満であれば
M0 と比べて M1 を支持する傾向があるとはいえて
もあまり実質的意味があるとは考えにくいが，3.2
よりも大きければその支持には実質的な意味があ
り， また10より大きければ強い支持を与える， と
した H. Jeffreys （1961） による基準や，それを修
正した Kass and Raftery （1995） による基準がよく

仮説 H1 に対応する統計モデル M1 も 1 つ定まる。
これはもちろん，2.1 節で推論に用いたモデルと
同じである。（4） 式の一様分布は一見，θ が 0.5
以外の値であるという （10） 式とは矛盾するよう
に見えるかもしれないが，連続型確率分布では確
率変数が任意のある 1 点の値をとる確率は 0 であ
り，したがって （4） 式の設定のもとで θ が 0.5 の
値をとる確率は（ほかのどの値をとる確率とも同
様に）0 である。このように，モデル M1 のもと
で （10） 式の条件は満たされている。

ベイズ的仮説検定（Bayesian hypothesis testing; 
e.g., Wagenmakers et al., 2010）とは，ここで導入
したように，2 つの仮説を表現する統計モデル
M0， M1 を定め，ベイズファクターを用いて両者
を比較する枠組みのことをいう。すなわち，今回
の例では

M0: { yi ~ Bernoulli(θ)
θ = 0.5

 （12）

と

M1: { yi ~ Bernoulli(θ)
θ ~ Uniform(0, 1)

 （13）

という 2 つのモデル間で，データに基づいてモデ
ル比較を行うこととなる。この 2 つのモデル間で
異なるのはパラメータ θ についての設定なので，
ベイズ的仮説検定でも （9）， （10） 式のように両モ
デルについて異なるパラメータだけについての表
記がされることもある。しかし，ベイズファク
ターによって実際に比較されるのは （12）， （13） 
式のような尤度と事前分布の組によって定まる，
2 つのベイズ統計モデルであることに注意してほ
しい。ベイズ的仮説検定では，仮説は尤度と事前
分布からなる統計モデルによって表現されるので
ある。

あらゆるベイズ推論は，特定の統計モデルのも
とで行われる推論である。そこで，たとえば（13）
式のモデル M1 のもとでベイズの定理による通常
のベイズ推論（（1） 式） を行うとき，このモデル
M1 の設定のもとでの（すなわち，M1 で条件付け
られた） 推論であることを明示的に条件付ける形
で示して

p(θ|y, M1) = 
p(y|θ, M1)p(θ|M1)

p(y|M1)
 （14） 3) Alan Turing も第 2 次対戦中のドイツ軍の暗号を解読す

るための極秘研究の中で，ベイズファクターの概念を提案
していたことが知られている（Pericchi, 2005）。
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事後オッズと事前オッズの比としても解釈するこ
とができる。

ここまで，ベイズファクターの 2 つの代表的な
解釈について述べてきた。ベイズファクターはベ
イズ統計学の基本的な体系だけから直接的に導か
れる量であり，少数の原理原則を幅広い問題に適
用していくベイズ統計学の考え方と整合する概念
であるといえる。前提の少なさに由来する汎用性
は，ベイズファクターの大きな魅力の 1 つである。

2.3　Savage-Dickey 法
定義にしたがってベイズファクターを計算する

には，比較する両モデルそれぞれについて （15）
式の周辺尤度を求めることになる。前節で扱った
比率に関する 2 つのモデルのような単純なモデ 
ルの場合であれば，この積分計算は難なく可能で
ある。しかし，より複雑なモデルのもとでは，パ
ラメータ θ が多次元になり， （15） 式に対応する 

（多重） 積分が解析的に求められない場合が多く
なる。

Gelfand and Smith （1990） 以降，事後分布から
多数の乱数をサンプリングし，この乱数を用いて
ベイズ推論を行うマルコフ連鎖モンテカルロ

（Markov chain Monte Carlo, MCMC）法の発展が，
ベイズ統計学を実用的な方法論へと大きく変え
た。MCMC 法を用いれば，事後分布自体が解析
的に求められなくても事後分布から発生させた乱
数のヒストグラムを利用することができ，また事
後分布の平均（事後平均）が解析的に求められな
くてもこの乱数の平均値を利用することができ
る。MCMC 法によって得られるのは，もちろん
事後分布やその要約統計量自体ではなく，多数の
乱数に基づくその近似値である。しかし現代の計
算機を用いれば，事後分布から多数の乱数をわず
かな時間でとりだすことができる。そして，こう
した乱数による近似は多くの場合，応用上十分な
精度を持つ。したがって，乱数発生に基づく事後
分布やその要約統計量の推定は，その汎用性と精
度の点で実用的かつ強力な方法といえる。一方，
4 節で改めて論じるが，単純な乱数発生に基づく
周辺尤度の推定は，確率分布の裾の領域の評価精
度に問題があり，残念ながら実用的な方法とはな
らない。

ここで，2.2 節で扱ったモデル M0 と M1 の間に

知られている。もちろんベイズファクターの値は
個々の応用例に則して解釈されるべきであるが，
これらは 1 つの解釈の目安・ものさしを与えるも
のである （繁桝，1995）。

ところで，ベイズ統計学の基本的な考え方は，
不確実性を確率で表現し，データの情報に基づい
てこの確率を更新することであった。そこで， 
2 つのモデル M0 と M1 の間で不確実性があるので
あれば，パラメータについての推論の場合とまっ
たく同様に，ベイズの定理を使って，データを得
たもとでのモデルについての確率の更新を

p(M0|y) = 
p(y|M0)p(M0)

p(y)  , （17）

p(M1|y) = 
p(y|M1)p(M1)

p(y)
 （18）

と行うことができる。この p(M0|y) や p(M1|y) を事
後モデル確率（posterior model probability） という。
そして，この2つの事後モデル確率の比をとると，
分母が打ち消し合って，

p(M1|y)
p(M0|y)

 = 
p(y|M1)p(M1)
p(y|M0)p(M0)

 = B10
p(M1)
p(M0)

 （19）

という関係式を得ることができる。確率の比を
オッズと呼ぶので，この式の左辺 p(M1|y)/p(M0|y)
は，2 つのモデル間の，データの情報によって 
更新されたオッズを表し，事後モデルオッズ 

（posterior model odds） という。同様に，右辺の
p(M1)/p(M0) の項は，データを得る前における 2 つ
のモデル間のオッズを表し，事前モデルオッズ

（prior model odds） という。そして，（19）式で事
前モデルオッズを事後モデルオッズへと変換する
際にかかるのが，（16） 式のベイズファクター B10

である。すなわち，ベイズファクター B10 は，事
前モデルオッズから事後モデルオッズへの変化の
度合いを，比の形で表現した量となっている。こ
のことから，ベイズファクターは，モデルのオッ
ズ比を基準としてデータがもたらす「証拠の重
さ」を表す量とも解釈することができる （Good, 
1985）。ベイズファクター B10 が 1 より大きいと
き，データの情報はモデル M1 の事後モデル確率
を事前よりも大きくする方向にはたらき，1 より
小さいときはその逆となる。このように，ベイズ
ファクターは周辺尤度の比であることに加えて，
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これを考える。
尤度として，心理学の典型的な応用で用いられ

るように， 観測データ{yi} が平均 μ， 分散 σ2 の正
規分布から得られた独立な観測値であるという 
設定

yi ~ Normal(μ, σ2) （21）

を考えることにする。ここで，従来型の方法を用
いる場合には，

H0: μ = 0,  （22）
H1: μ ≠ 0 （23）

と，平均 μ が 0 であるという帰無仮説 H0 と，そ
うではないという対立仮説 H1 を設定しての検定
がよく行われる。ベイズ統計学の枠組みにおいて
も，帰無仮説を表現するモデル M0 では，比率の
場合と同様に μ=0 の一点分布を事前分布に利用
できる。一方，対立仮説側のモデル M1 では μ を
推論することになる。ここで，ベイズファクター
を用いてモデル比較を行う場合には，モデル M1

のもとで μ について，そのとりうる全範囲に対す
る一様事前分布を設定することは妥当ではない。
なぜならば，平均 μ は理論上の台が [–∞, ∞] であ
るため，一様分布は積分が 1 にならず，確率分布
の定義を満たさない非正則な （improper） 分布に
なり，そのために μ=0 の点における確率密度の
値（すなわち図 2 における高さ）を一意に決める
ことができないからである。したがって，M1 の
もとでの μ についての事前分布は，何らかの理論
に基づいた，非正則でない分布を設定する必要が
ある。

こ こ で は Morey et al. （2011）， Rouder et al.
（2009） にならい，心理学の応用において現在もっ
ともよく利用される設定の 1 つである Jeffreys-
Zellner-Siow （JZS） の事前分布を考える。この方
法では，まず事前分布が y の単位に依存しない 
ようにするために，

δ = 
μ
σ  （24）

という新たな（決定的な）パラメータを考える。
ここで μ=0 のとき δ=0 であることに注意する。
この δ は，効果量の考え方と同様に，データ y の
したがう分布の標準偏差 σ を単位として平均 μ を

は，モデル M1 がパラメータ θ を推定するのに対
して，M0 では θ=0.5 と制約するという関係にあっ
た。このように，一方のモデル M1 のパラメータ
空間に制約を加えることで他方のモデル M0 が得
られるとき，モデル M0 は M1 にネストしている

（nested） という。そして，等号制約によって一方
が他方にネストした関係にある 2 つのモデル間の
ベイズファクターは，非常に簡単な計算によって
求めることが可能である。すなわち，図 1 に例示
するように，M0 で制約するパラメータの値（今
回でいえば θ=0.5） における M1 の事前確率密度
と事後確率密度の比

B10 = 
p(θ=0.5| M1)

p(θ=0.5|y, M1)
 （20）

が，モデル M0 に対してモデル M1 を支持するベ
イズファクター B10 となるのである。この （20） 
式の右辺を Savage-Dickey 密度比（Savage-Dickey 
density ratio） といい，これを用いてベイズファ 
クターを求めることを Savage-Dickey 法という

（Verdinelli & Wasserman, 1995；Wagenmakers et al., 
2010）。この結果は Dickey and Lientz （1970）， Dickey 

（1971） によるものであり， 彼らは Savage の未発
表原稿を初出としている。

具体的に考えると，2.2 節の状況において， （7） 
式のデータのもとでモデル M0 とM1 とを比較する
ベイズファクターは， 図 1 に示した p(θ=0.5|M1) と
p(θ=0.5|y, M1) の比によって，B10 =9.309 と求める
ことができる。

このように，等号制約によってネストした 2 つ
のモデル間の比較は，単に事後分布と事前分布の
確率密度の比を求める単純な問題に帰着するので
ある。そして，この事後分布と事前分布の確率密
度値の算出は，MCMC 法のような乱数発生に基
づく方法とカーネル密度推定によって行うことが
できる。このように汎用性が高いことから，実際
の心理学研究におけるモデル比較でも，Savage-
Dickey 法を用いてベイズファクターが算出され
る例は多い（e.g., Okada, Vandekerckhove, & Lee, 
2018；Wagenmakers, Verhagen, & Ly, 2016）。

2.4　平均値のベイズ的仮説検定
比率の比較と並んで心理学の応用上よく取り上

げられる問題に，平均値の比較がある。本節では
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{yi} = {–1.7, 1.6, 0.3, –0.5, 0.3, 0.2, –0.2, –0.9, 0.8, 0.5}
 （27）

というデータが得られた場合の δ の事前分布と 
事後分布，Savage-Dickey 密度比を図 2 に示す。
Savage-Dickey 法 よ り， ベ イ ズ フ ァ ク タ ー は
B10 =0.234 （=1/4.266） となり，データは帰無仮説
に対応するモデル M0 に対して支持を与えている
ことがわかる。

3．ベイズファクターの特長と留意点

ここでは，前節で導入したベイズファクターの
性質について，とくに心理学での応用に関係が深
いと考えられる点をまとめる。3.1 節ではその特
長について，3.2 節では留意すべき点について述
べる。

3.1　ベイズファクターの特長
（1）自然で基本的な量である

これまでに述べてきたように，ベイズファク
ターは，不確実性を確率によって表現し，それを
データに基づいて更新するというベイズ統計学の
枠組みの中で自然に得られる，基本的かつ本質的
な量である。Good （1995） は Nature 誌の論考を，

「ベイズファクターという易しい概念は裁判の基
礎である。また医学診断の基礎であり，科学的 
思考の基礎でもある。大学入学前に教えるべき

表現しなおした量になっている。そして，この効
果量に相当するパラメータ δ に対して

δ ~ Cauchy(1) （25）

と標準コーシー事前分布をおく。この設定は，H. 
Jeffreys （1961） が， 導 出 さ れ る ベ イ ズ フ ァ ク 
ターが統計学的に望ましい性質（デシデラータ
desiderata と呼ばれる） を満たすような事前分布の
中で，もっともシンプルな分布として採用したも
のである。

もう 1 つのパラメータ σ2 は比較する 2 つのモデ
ル間で共通である。こうしたパラメータについて
は，その事前分布の設定が，結果として得られる
ベイズファクターにあまり影響しないことが知ら
れている。ここでは，やはり H. Jeffreys （1961）
にならい， いわゆる Jeffreysの事前分布と呼ばれる

p(σ2) ∝ 1/σ2 （26）

を利用することにする。
上 記 の よ う に，δ に コ ー シ ー 分 布 を，σ2 に

Jeffreys の事前分布を設定するアプローチを，
Bayarri and Garcia-Donato （2014） は H. Jeffreys （1961） 
とZellner and Siow （1980） に帰してJeffreys-Zellner-
Siow （JZS） の事前分布と呼んだ。この JZS 事前
分布のもとでベイズファクターは，積分を含むが
計算可能な形で導出できる （Rouder et al., 2009 の 

（1） 式を参照）。
具体的な例として，

図 2　平均値の推論における事前分布 （点線） と事後分布 （実線）， および Savage-Dickey 法で求められるベイズファク

ター  B10 = 
p(δ=0|M1)

p(δ=0|y, M1)
 = 0.234
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りも上昇してしまう。これは，データ収集デザイ
ン （サンプリングデザイン） と，統計分析法（検
定法）の前提とが異なるためである。したがっ
て，従来型の枠組みにおける仮説検定では，事前
に検定すると決めた人数分のデータを集めてか
ら，はじめて検定を行う必要がある（この人数の
決め方，すなわちサンプルサイズ設計については
村井・橋本，2017, 2018 に詳しい）。

従来型の枠組みの中でも，Wald （1945） 以降，
人数を足しながら検定を繰り返していくデータ 
収集デザインに対応した逐次検定（sequential 
testing）法は開発されている。しかし，医学分野
では多く利用されているものの，心理学では普及
をみせていない。また，こうした方法を用いる場
合でも従来型のアプローチをとる限り，事前にサ
ンプリングデザインを決め，その計画どおりに
データを収集する必要があることに変わりはな
い。実際の心理学研究では，本来逐次検定が必要
な状況において厳密な第一種の誤りの確率の統制
をすることなく検定が使われている場合も多いと
考えられる。このことは， false-positive psychology
と言われるような，再現性の問題を招く原因の 1
つとして指摘されている （三浦，2017；大久保，
2016；Simmons, Nelson, & Simonsohn, 2011）。

一方で，ベイズ統計学の枠組みでは，ベイズ
ファクターが定めた閾値に達するまでデータを順
次追加していき，達した時点でデータ収集をやめ
ることが，通常の方法を用いて問題なく可能であ
る （Dienes, 2008, 2011；Kass & Raftery, 1995；
Rouder, 2014；Schönbrodt et al., 2017）。この違い
は，従来型の枠組みにおけるパラメータの推論
が，観測される可能性があった（が観測されな
かった）データに依存するのに対して，ベイズ統
計学では実際に観測されたデータだけで条件付け
た推論を行えばよいことに由来する。この 2 つ 
の枠組みの違いについての具体例としては，
Wagenmakers （2007） の Online Appendix が参照で
きる。

（4）同程度の予測力ならば単純なモデルを選ぶ
周辺尤度は，データを予測する度合いがもし 

2 つのモデル間で同程度であるならば，複雑なモ
デルよりも単純なモデルにおいて大きくなる性質
を持つ。多数のパラメータを持つ複雑なモデルの
周辺尤度が，単純なモデルのそれよりも大きく 

だ！」（拙訳）と締めている。
（2）帰無仮説を支持できる

これまで主流であった，p 値を用いた従来型の
仮説検定の問題点の 1 つとして，仮説に関する非
対称性が挙げられる。p 値は，帰無仮説が真であ
ることを前提として導かれる量である。したがっ
て，p 値が小さい場合には，前提となった H0 を，
第 1 種の誤りの確率を認めた上で棄却することが
できる。しかし，p 値は帰無仮説 H0 に反する証
拠の大きさを表す量ではないため，p 値が大きい
こと，H0 が棄却できないことは，対立仮説 H1 を
積極的に支持する証拠とはいえない（Wilkinson 
& Task Force on Statistical Inference, 1999）。このよ
うな，仮説に関する非対称性に由来する問題は，
心理学における統計改革の中で p 値を用いた従来
型の仮説検定が批判される大きな理由の 1 つで
あった（大久保・岡田，2012）。

一方で，ベイズファクターはモデル M1 と M0

の周辺尤度の比であり，帰無仮説側のモデル M0

に特別な地位を与えていない。M1 を M0 と比較す
るベイズファクター B10 は，定義より，単に

B10 = 
1

B01
 （28）

と， M0 をM1 と比較するベイズファクターB01 の逆
数になる。比較される 2 つのモデルは平等であ
り， ベイズファクターは帰無仮説に対応するモデ
ルM0 を支持する証拠も， それに反する証拠もまっ
たく同じように与えることができる。実際に， ベ
イズファクターを用いることで帰無仮説側を支 
持する心理学研究は多数出版されている （e.g., 
Dienes, Coulton, & Heather, 2018；Wetzels et al., 
2009）。

（3）逐次的更新ができる
従来型の仮説検定は，多くの場合，サンプルサ

イズ N を定数に固定して構成されている。この
前提が満たされていない場合には，明示的にその
ことを考慮した，通常使われるのとは異なる仮説
検定法を利用しなければいけない。たとえば，
100 人分のデータを収集し，仮に有意でなければ
もう 100 人を追加する研究デザインから，200 人
分のデータが収集されたとする。このとき，この
データを通常の N=200 のデータと考えて仮説検
定を行うと，第 1 種の誤りの確率が本来の設定よ
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れば，将来観測されるであろうデータについての
確率分布である事後予測分布と，実際に観測され
たデータの間には類似性が見られるであろうとい
う考えに基づき，両者を比較するものである。視
覚的に事後予測チェックが行われることもあれ
ば，事後予測 p 値 （posterior predictive p value; Meng, 
1994） などを用いて定量的な検討が行われること
もある。MCMC 法を用いた推定では，事後分布
からだけでなく事後予測分布からの乱数を発生さ
せることも容易に可能であり，これによって事後
予測チェックを行うことができる。

（2）事前分布の設定も影響する
ベイズファクターを用いて比較されるのは，事

前分布と尤度からなる統計モデルである。2.4 節
で述べたように，比較されるうちの一方がパラ
メータを特定の値に固定する点帰無仮説に対応す
るモデル M0 である場合には，対立仮説に対応す
るモデル M1 において，そのパラメータの事前分
布をどのように設定するかが重要となる。それ
は，Savage-Dickey 法の考え方から理解できるよ
うに，この事前分布の設定が，得られるベイズ
ファクターの値に大きく影響しうるからである。
たとえば 2.4 節で考えた平均値に関するモデルの
比較において，モデル M1 で平均 μ の事前分布の
分散を大きくすると，ベイズファクターはモデル
M1 よりもM0 を支持するようになる。ただし， 2 つ
のモデル間で共通なパラメータ （4.2 節の例でい
えば σ2） に対する事前分布の設定は，ベイズファ
クターに対して通常あまり大きな影響を与えない
ことが知られている。

この，事前分布の設定に対してベイズファク
ターが敏感でありうるという性質は，ベイズファ
クターの欠点ではなく，むしろ特長の 1 つだと考
えることができる （Lee & Wagenmakers, 2013 井関

（訳），2017）。それは，事前分布は尤度と並んで
ベイズ統計モデルの重要な一部であり，過度に分
散の大きな事前分布は，たとえばデータが身長で
あるときに，165 cm も 16500 cm も –4000 cm も同
程度の確率で得られうるといったような，現実的
にみて妥当ではないモデルの設定をしていること
になるからである。また，応用上利用可能な情報
を事前分布として取り出す（確率の抽出 elicita-
tion と呼ばれる）ためのさまざまな方法も提案さ
れている （Albert et al., 2012；Jenkinson, 2005；Jones 

なるのは，前者のモデルのデータに対する予測 
力が後者よりも十分に高いときに限られる。この
性質は W. H. Jeffreys and Berger （1992） や Lee and 
Wagenmakers （2013 井関 （訳），2017） に，具体的
な数値例とともに示されている。したがって，周
辺尤度の比として得られるベイズファクターも，
データに対して過度に複雑なモデルよりも，シン
プルにデータを説明できるモデルを支持する傾向
を持つ。Smith and Spiegelhalter （1980） は，ベイズ
ファクターの持つこの性質を， 自動的なオッカム
の剃刀 （automatic Ockham’s razor） と呼んでいる。

（5）望ましい理論的性質を持つ
モデル選択の一致性（consistency） とは，比較

するモデルの中に真のモデルが含まれていれば，
十分大きなサンプルサイズのもとで，その真のモ
デルが選択される確率が十分に 1 に近くなるとい
う性質である。たとえば 2.4 節で述べた Jeffreys-
Zellner-Siow の事前分布を設定したもとで，ベイ
ズファクターには一致性がある （Bayarri et al., 
2012；Jeffreys, 1961）。すなわち，サンプルサイ
ズが十分大きくなれば，ベイズファクター B10 は
モデル M1 が真のとき無限大に，モデル M0 が真
のとき 0 に収束する。これをはじめとして，典型
的な設定のもとでのベイズファクターは統計学的
にみて望ましい，複数の性質を満たしている

（Berger, 2006b；Kass & Raftery, 1995）。

3.2　ベイズファクターの留意点
（1）相対比較である

ベイズファクターは周辺尤度からみた，2 つの
モデルの観測データに対する相対的な予測力の比
であり， モデルの絶対的な適合の度合いを表すわ
けではない。したがって，たとえばベイズファク
ターが100であったとき， すなわち一方のモデルが
他方のモデルに比べて周辺尤度の意味で 100 倍支
持されたときでも， そもそもどちらのモデルもデー
タ生成メカニズムの表現としてはまったく不十分
ということはありうる。すなわち，モデルの絶対
的なあてはまりのよさについては，ベイズファク
ター以外の観点からも検討される必要がある。

ベイズ統計モデルの絶対的なあてはまりを評価
するときの，基本的な方法は事後予測チェック

（posterior predictive checking; Gelman, Meng, & 
Stern, 1996） である。これは，適切なモデルであ
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性から注目されている。次の 4 節では，これを含
め数値的にベイズファクターを求める方法につい
て，Gronau, Sarafoglou et al. （2017） に基づいて述
べる。

4．ブリッジサンプリングと数値的方法

4.1　ナイーブ・モンテカルロ法
ナイーブ・モンテカルロ （naive Monte Carlo） 法

は，周辺尤度を与える （15） 式の積分を，そのま
ま乱数に基づく数値積分に置き換える方法であ
る。簡単のためモデルで条件付ける表記を省く
と，ナイーブ・モンテカルロ法による周辺尤度推
定の手順は，模式的に

θ̃i ~ p(θ), （29）

p̂1(y) = 
1
R   

R
∑
i=1

 p(y|θ̃i) （30）

と書くことができる。すなわち， （29） 式のように
事前分布 p(θ) から θ の乱数 θĩ を発生させて，その
値で尤度関数 p(y|θ) を評価することを多数回 （R
回）繰り返し， （30） 式のようにその平均をとるこ
とで周辺尤度 p(y) を推定する。

この方法は簡便であり，MCMC 法と同様に理
論上もうまく機能しそうに思われる。実際，周辺
尤度のナイーブ・モンテカルロ推定量は，事前分
布と事後分布の形状が近く，重なりが大きいとき
には適切に機能する。しかし，残念ながら，事後
分布が事前分布よりも軽い裾と鋭い峰を持つ場合
には，（30） 式で周辺尤度を推定する際の標準誤
差が大きくなってしまうことが知られている。そ
して，多くの応用場面では，データの情報によっ
て更新された事後分布は，事前分布よりも軽い裾
と鋭い峰を持つ。こうした場合，（29） 式で事前
分布から乱数発生された θ̃i の大半が尤度の極め
てゼロに近い領域に入ることになる。その結果，

（30） 式の和を評価する際に大半の尤度 p(y|θ̃i) は
ほぼ 0 になり，まれに大きな値となって，その平
均が安定しなくなってしまうのである。

4.2　重点サンプリング法
重点サンプリング（importance sampling）は，

上述のナイーブ・モンテカルロ法の問題を解決す 
るため，事前分布 p(θ) ではなく重点分布 ɡ(θ) か 

& Johnson, 2014；Savage, 1971）
一方で，モデルのよい事前分布を構成するため

に利用できる情報が，いつも入手可能だとは限ら
ない。そこで応用上，対立仮説を表現するモデル
M1 で標準的に利用できる，研究者の間で合意が
とれた事前分布があると好都合である。このよう
な目的から，客観ベイズ（objective Bayes）の研
究分野では，汎用性のある事前分布の設定法が
盛んに研究されてきている （Berger, 2006a）。この
ときの基本的な考え方は，事前分布が満たすべき
性質（デシデラータ desiderata） をリストアップ
し，それを満たすような中でシンプルな事前分布
を数学的に導出するというものである。このよう
に し て 導 か れ た 事 前 分 布 を， 既 定 事 前 分 布

（default prior） という （Berger & Pericchi, 1996；Ly, 
Verhagen, & Wagenmakers, 2016）。たとえば 2.4 節
で導入した Jeffreys-Zellner-Siow の事前分布も，
こうした客観ベイズ的考え方に基づいて導かれた
既定事前分布の一つである。先行研究では典型的
な応用場面で利用できる各種の既定事前分布が提
案されている。その一部は，5 章で紹介するソフ
トウェアでも利用できるようになっている。

（3）計算が必ずしも容易でないことがある
ベイズ統計モデリングの応用研究の増加と比し

て，ベイズファクターの応用がこれまで大きくは
進んでこなかった理由の 1 つに，計算上の問題が
ある。

ベイズファクターは，3.1 節で述べたような利
点を持つ。また 2.2， 2.4 節の状況をはじめとした
比率や平均値などの定型的な問題や，Savage-
Dickey 法が使える問題については，比較的容易
に算出が可能である。しかし，心理学や社会科 
学の応用で多く利用されるような，現実的な複 
雑さを持ったモデル間の比較においては，周辺 
尤度を，そしてベイズファクターを実用上十分な
精度で求めるための汎用的方法がなかった。この
ことは， WAIC（Watanabe, 2010） や LOO （Vehtari, 
Gelman, & Gabry, 2017） といった，MCMC 法で得
られた乱数値から汎用的に計算できる，将来の
データの予測や汎化性能の観点からモデルを評価
する指標が近年よく利用される 1 つの理由になっ
てきた。

この問題に対して，近年，ブリッジサンプリン
グを用いたベイズファクターの算出が，その汎用
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と書くことができる。一般化調和平均サンプリン
グでも重点分布 ɡ(θ) は利用されるが，これは，

（1） 事後分布より裾が軽く（2） 事後分布と形状が
類似しており（3） 事後分布と同じ台を持ち（4） 
評価が容易な分布であるように選ぶ（Newton & 
Raftery, 1994）。すなわち （1） の裾の軽重だけが逆
であり，（2）～（4） は重点サンプリングと同じで
ある。（34） 式でとられている総和は，（32） 式の
逆数の形になっており，重点サンプリングと対比
される方法であることが見てとれる。

4.4　ブリッジサンプリング法
重点サンプリングと一般化調和平均サンプリン

グは，いずれもナイーブ・モンテカルロ法の精度
の問題を改善した数値的方法であるが，分布の裾
に関して強い条件が必要であった。ブリッジサン
プリング（bridge sampling；Meng & Wong, 1996）
は，この裾に関する制約を緩めた方法である。

ブリッジサンプリングによる周辺尤度推定の手
順は

θ̃i ~ ɡ(θ), （35）

θj
* ~ p(θ|y), （36）

p̂4(y) = 

1
R2

 ∑ i=
R2

1 p(y|θ̃i)p(θ̃i)h(θ̃i)

1
R1

 ∑ j=
R1

1 h(θj
*)ɡ(θj

*)
 （37）

と書くことができる。ブリッジサンプリングで
は， 提 案 分 布 ɡ(θ) か ら の 乱 数 θ̃i と， 事 後 分 布
p(θ|y) からの乱数 θj

* の両者を利用する。この提案
分布 ɡ(θ) は，事後分布と類似していて重なりが
大きいように選ばれる分布であり，その点で重点
分布と似ている。実際上よく提案分布として利用
されるのは，平均と分散を事後分布と揃えた正規
分布である （Overstall & Forster, 2010）。また， 高次
元などより困難な状況に対しては，さらに洗練さ
れた方法も提案されている （Fruhwirth-Schnatter, 
2004；Wang & Meng, 2016）。

また， h(θ) はブリッジ関数 （bridge function） と呼
ばれる関数である。典型的には， Meng and Wong 

（1996） の提案した， 事前分布・提案分布・事後分
布・周辺尤度の 4 つの情報を基に平均二乗誤差を
最小化する最適ブリッジ関数 （optimal bridge func-

らの乱数発生値を利用する。この重点分布は，  
（1） 事後分布より裾が重く （2） 事後分布と形状が
類似しており （3） 事後分布と同じ台を持ち （4） 評
価が容易な分布であるように選ぶ（Neal, 2001；
Vandekerckhove, Matzke, & Wagenmakers, 2015）。
尤度の大きな部分からは頻繁に乱数値のサンプリ
ングが行われ，逆に尤度の小さな部分からはまれ
にしかサンプリングがされなくなるようにするこ
とで，周辺尤度の推定が不安定になる問題が生じ
にくくなるのである。ナイーブ・モンテカルロ法
の場合と同様の模式的表記を用いると，重点サン
プリングによる周辺尤度推定の手順は

θĩ ~ ɡ(θ), （31）

p̂2(y) = 
1
R   

R
∑
i=1

 (p(y|θ̃i) 
p(θ̃i)
ɡ(θ̃i) ) （32）

と書くことができる。すなわち，直接事前分布
p(θ) から乱数発生をするかわりに，まず重点分布
ɡ(θ) からのサンプリングを行い，これを使って尤
度 p(y|θ) を評価した上で，事前分布と重点分布の
比をかけて周辺尤度に対応する量に戻す。これを
多数集めて平均をとることによって，重点サンプ
リングによる周辺尤度の推定値を得ることができ
るのである。

重点サンプリングは適切な重点分布 ɡ(θ) が得
られれば，ナイーブ・モンテカルロ法よりもはる
かに効率よく，精度よく周辺尤度を推定できる。
一方で，重点分布は前述の条件を満たすように，
問題に合わせて選ぶ必要がある。とくに，事後分
布と類似していてかつ裾が重くなるように重点分
布を選ぶことは必ずしも容易でなく，汎用的な方
法としてアルゴリズムを実装することには困難が
あった。

4.3　一般化調和平均サンプリング法
一般化調和平均サンプリング （generalized har-

monic mean sampling） では，重点分布ではなく事
後分布 p(θ|y) からサンプリングした乱数値を用い
て周辺尤度を推定する。その手順は

θj
* ~ p(θ|y) , （33）

p̂3(y) = ( 1
R   

R
∑
j=1

 ( 1
p(y|θj

*)  
ɡ(θj

*)
p(θj

*) ))–1

 （34）
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実際，手元のデータに対してベイズファクター
を用いて典型的なモデル間の比較を行うためのソ
フトウェアが開発され，そして公開されている。
JASP （JASP Team, 2018；Marsman & Wagenmakers, 
2017；Wagenmakers et al., 2018） は，グラフィカ
ル・ユーザーインターフェースを備え，SPSS に
類似した操作性を持つフリーソフトウェアであ
る。JASP は，2 節で紹介したような典型的な応
用場面について，理解しやすい図や各種情報とと
もに，規定事前分布を用いたベイズファクターを
算出する。また，論文に掲載しやすいようアメリ
カ心理学会のマニュアルに沿った図表や，R の
ソースコードを出力することもできる。現在も開
発途上のプロジェクトではあるが，JASP は利用
の敷居が低く，かつ本格的な利用に耐える特徴を
備えている。本論文の図 1， 図 2 も JASP の出力を
利用したものである。

R のパッケージでは，同様に典型的な場面にお
ける既定事前分布を用いたベイズファクターを算
出するために，BayesFactor パッケージ （Morey, 
Rouder, & Jamil, 2015） が利用できる。また， より
汎用的に，任意の統計モデルにおける MCMC 推
定から得られた乱数列を入力として，4.3 節で紹
介したブリッジサンプリングを用いたモデル比較
を行うためには bridgesampling パッケージが利用
できる。

Savage-Dickey 法を用いたベイズファクターの
算出には，MCMCサンプリングを行うソフトウェ
アである Stan （Carpenter et al., 2017；Stan Develop-
ment Team, 2017） や JAGS （Plummer, 2003） を R な
どの統合環境から呼び，その結果得られる乱数列
に対してカーネル密度推定を行うことで確率密度
値を推定することができる。これらのソフトウェ
アは，ネストしていないモデル間の比較のため
に，bridgesampling パッケージと組み合わせて数
値的にベイズファクターを算出するためにも利用
が可能である。

このように，ベイズファクターを実践的に利用
するための機運は高まっており，またそのための
道具立ても整いつつある。ベイズファクターは，
理論や仮説を表現する統計モデルについて，ほか
のモデルと比較しながら，データがどれだけの支
持を与えるかを明らかにする。もちろん，統計学
的なモデル選択・評価が決して容易な問題でない

tion） が利用される。この最適ブリッジ関数は推
定すべき周辺尤度にも依存した形をしているた
め，実際の応用上は周辺尤度を逐次的に更新する
反復型のアルゴリズムによって推定が行われる。

このように，ブリッジサンプリングは以前の方
法と比べてアルゴリズムは複雑になるが，分布の
裾に対する厳しい条件を外すことができるという
大きな利点がある。また，MCMC 法によって得
られたパラメータの乱数値から，ブリッジサンプ
リングを用いて周辺尤度の推定を行う汎用性の高
いRパッケージbridgesamplingが開発され （Gronau, 
Singmann, & Wagenmakers, 2017），注目を集めて
いる。ベイズファクターの推定に利用できる数 
値的方法の，歴史的経緯や具体例を含むさらなる
解説としては Gelman and Meng （1998）， Gronau, 
Sarafoglou, et al.（2017）が参照できる。

5．まとめと実用のために

本稿では，ベイズ統計学に基づいた仮説やモデ
ルの評価のための，基本的で，しかし重要な量で
あるベイズファクターについて，その考え方を簡
単な例に基づいて紹介し，特長と留意点をまと
め，そして応用への普及が期待される数値的な推
定法を紹介した。

近年のベイズ統計学の隆盛は，その実用性の向
上と密接な関係がある。ベイズ統計学が自然な考
え方に基づき，大きな可能性を持つことは，研究
者の間では従来から繰り返し指摘されてきた。し
かし，1980 年代以前は実際的な問題にベイズ推
定を適用することが必ずしも容易でなかった。こ
の状況が一変したのは，Gelfand and Smith（1990）
以降の MCMC 法の発展と，それを実装した汎用
的なソフトウェアの普及 （Lunn et al., 2009） によ
るものである。現代では，ベイズ統計学は実用的
な体系として研究者や実務家の間で広く認識され
るようになった。

これと同様に，ベイズファクターも，最近まで
は単純な問題や Savage-Dickey 法が利用できる状
況を除いて汎用的にモデル評価のために利用する
ことは困難であった。しかし，本論文で概観して
きたように，近年理論的および数値的な方法につ
いての研究が進展してきており，その実用性が高
まっている。
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ことは，我々は常に意識しておかなければならな
い。しかし，データの持つ証拠の大きさを定量化
し，仮説やモデルを評価し，そして改善につなげ
ていくことは，これまでもこれからも心理学研究
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